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Lista de Símbolos
Matriz booleana que identifica as resultantes de ten 
sões consideradas nos elementos.
Matriz de transformação estática, sua transposta e a. 
matriz de transformação cinemática.
Operador de compatibilidade;seu transposto ê o operador 
de equilíbrio
« -Matriz booleana que identifica os deslocamentos ativos 
nos pontos nodais.
Taxa de dissipação de energia.
Matrizes- de transformação do sistema local para o glo 
bal .




Momentos fletores nas direções x e y, ou componentes 

















Matriz das normais unitárias as Superfícies do crité 
rio de escoamento linearizado.









Vetor taxas de deformação naturais.
Deformação,
~ Distancia- da origem do espaço tensão ate a superfície 
do critério de escoamento linearizado.
Vetor resultante de tensões internas para uma seção j.
Vetor taxas de deformação não naturais, referido ao sis
v i i i
1 X
tema 1ocal .
Vetor taxas de deformação não-naturais referidos ao si^ 
tema gl oba1 .
icS, S - Vetor tensões ativas generalizadas
Vetor taxas de deformação ativas.
Momento torçor.
*
s, s - Vetor taxas de deformação ativas.
• - Vetor taxas de deslocamento, e/ou multiplicador de Lei
gra n g e .
Vx, Vy - Componentes cisalhantes do vetor de resultantes de teji 
são não naturais.
Vx, Vy " Componentes do vetor taxa de deformação correspondentes 
aos cisalhamentos no sentido x e y.
★
X, X - Matriz normalizadora.
W « Potência realizada pelos esforços externos.
ie
a, a - Fator de carga ou multiplicador de colapso
Componentes cisalhantes do vetor taxas de deforma^ 
ç a o .
Componente axial do vetor taxas de deformação. 
Componente axial do vetor taxas de deformação. 
Vetor componentes de deformação no ponto.
Componentes do vetor taxas de deformação correspojv
dentes aos momentos fletores M e M .x y
Vetor nulo.
Vetor taxa de variação dos multiplicadores plãsti^ 
cos, e ou mui tiplieador de Lagrange.
Tensão de escoamento.
Tensão normal ,
Vetor componentes de tensão em um ponto.
Tensão de escoamento cisalhante.
Tensões cisalhantes.
Função potencial plástico generalizado.
XT
$ - Componente torcional do vetor taxas de deformação.
Observações:
índices subscritos ou superscritos j e k indicam uma 
seção particular, indices i referem-se a um elemento particular.
Um til, superposto a um vetor ou matriz indica tran£
pos i ç ã o .
Um asterisco superposto a um vetor ou matriz indica 
que esta grandeza relaciona-se ã análise de seções transversais.
A barra inclinada (/), indica a condicionante matemãtj_ 
ca "tal que".
RESUMO
Neste trabalho, apresenta-se uma formulação geral em termos de 
Programação Matemática para a Analise Limite de estruturas reticu­
lares rígido-plãsticas.
Esta formulação ê apresentada como a aplicação dos princípios 
da máxima potência das forças externas para um vetor tensão genera^ 
lizada no colapso plástico, e de seu dual, o principio da mínima 
dissipação de energia para um vetor taxas de deslocamento no cola£ 
so, estes anteriormente estabelecidos pela aplicação da teoria de 
Karush-Kuhn-Tucker a descrição do comportamento do material rígi_ 
do-plãsti co.
Ao se aplicarem estes princípios a descrições discretizadas de 
sistemas estruturais, obtem-se os enunciados em termos de Programa^ 
ção Matemática dos clássicos teoremas; da Análise Limite. Através 
da linearização da condição de escoamento, estes modelos tornam- 
se problemas de Programação Linear. Através de técnicas matri_
ciais, e apresentada uma descrição nodal para estruturas compo^ 
tas de elementos prismáticos, bem como seções transversais discre 
tizadas em elementos de tensão constante plana.
A partir dos dados do material, propriedades de seção e descri 
ção geométrica,a análise ê realizada de forma automática, semelhaii 
te ã análise elástica convencional, permitindo-se a .consideração 
de efeitos de tensões combinadas. A análise é realizada através dé 
um pacote computacional de Programação Linear de uso geral. Por 
timo, são apresentadas aplicações a estruturas típicas e seções 
transversa i s .
ABSTRACT
In this work a general formulation to the Limit Analysis of 
skeletal structures in terms of Mathematical Programming is prei 
s e n t e d .
The formulation is presented as a result of the application of 
the maximum power of external loads principle to a generalized 
stress vector at collapse, and his dual, the minimum dissipation 
energy rate principle, to a displacement rate vector at collapse, 
both established by applying the Karush-Kuhn-Tucker theory to the 
rigid-plastic material description.
Applying these principles to discretized description of struct^ 
ral systems, the Mathematical Programming versions of the classical 
Limit Analysis theorems are obtained. Through linearizing the 
yield conditions the models are cast in the form of linear Pro 
gramming formulations. A matrix nodal description to skeletal 
structures is presented, as well as to transversal sections dis, 
cretized through constant stress elements.
From material data, section properties and geometrical des^
I Y'cription the analysis is made ou an automatic fashion, similar to 
the conventional elastic linear analysis, considering the effect 
of combined stresses. The analysis is achieved by means of a
general purpose Linear Programming package. At last, some examples 
of application to current structures and transversal sections are 
presented.
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CAPITULO I - INTRODUÇÃO
1.1. General idades
Os materiais sólidos exibem maior variedade de comportamentos 
mecânicos do que líquidos e gases.Por isso, estabelecer modelos 
matemáticos que descrevam a totalidade dos fenômenos associados 
ã solicitação mecânica destes corpos (como resposta elástica, e 
feitos viscosos, histerese, fluência e escoamento plãstico),ainda 
que possível, torna-se inconveniente na solução de problemas de ejn 
genharia. Desta forma, utilizando-se equações simplificadas que 
representem apenas aquelas propriedades relevantes ao problema ã 
mão, pode-se tratã-lo de forma mais eficiente. Na análise de 
tensões e deformações em elementos de máquinas e estruturas a es^  
colha do modelo a ser usado exige, naturalmente, conhecimento e 
experiência.
Os modelos simplificados nos levam ao conceito de material 
ideal , dos quais o mai s conhecido é o que segue o modelo elãstj^ 
co estabelecido por Hooke. Os métodos de análise baseados no mo 
delo de Hooke pertencem ao escopo da elasticidade, responsável 
por grandes progressos nas áreas de análise estrutural, elementos 
de máquinas e mecânica dos solos. No entanto, os materiais apre 
sentam resposta elástica a níveis de tensão relativamente bai^ 
xos. Em estruturas e elementos de máquinas existem defeitos de 
fabricação que originam tensões internas, defeitos de montagemque 
introduzem sobrecargas, aparecem tensões térmicas, locais de de£ 
continuidade de tensões e esforços não previstos pela teoria que,
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fazem os limites elásticos serem superados com frequência, justi_ 
cando-se a necessidade de métodos de analise que forneçam info_r 
mações sobre o comportamento do elemento ou estrutura além da f£
Alguns dos materiais utilizados em estruturas e elementos 
mecânicos apresentam comportamento muito próximo ao do modelo coi 
nhecido como "elástico perfeitamente plástico". Estes materiais 
são o aço doce e algumas ligas de alumínio, que apresentam a prc) 
priedade de escoar continuamente sob níveis de tensão, constar^ 
te, propriedade esta conhecida como ductilidade.
Como consequência do escoamento, observam-se deformações per^ 
manentes. De uma forma geral, pertence ao escopo da Plasticidade 
o estudo do comportamento mecânico de materiais que apresentam de_ 
formações permanentes. Nas f iguras 1.1 .a,l .1.b, 1.1 .c. são mostrados 
os diagramas tensão-deformação para o aço doce.eligas de alumínio
Q* Q




Fig. 1.1. Diagramas tensão deformação, a) Aço doce. b) Ligas 
de alumínio, c) Material elastoplãstico.
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e o modelo elástico perfeitamente plástico, respectivamente. A 
analise do comportamento mecânico de um corpo ou sistema estrutu^ 
ral elastopl asti co e referida como o problema estrutural da Plajs
r  3 ~ iticidade, ou Plasticidade Estrutural L J . Dois tipos de problemas 
são tratados em Plasticidade Estrutural: o da análise, que coji 
siste na determinação da resposta do sistema estrutural aos ca_r 
regamentos impostos, que podem ser monòtonicamente crescentes ou 
cíclicos; e o problema de projeto,que consiste em determinar parâ 
metros como a geometria da estrutura ou a distribuição de mate^ 
riais para atender determinadas restrições do comportamento, sob 
solicitações monotonicamente crescentes ou cíclicas.
No modelo citado acima as deformações plásticas aparecem sob 
um nTvel de tensão constante, chamado "limite de escoamento" 
("yi.eld limit"); entretanto, alguns materiais (aços encruãveis) a_ 
presentam deformações plásticas sob tensões crescentes, ou encrua^ 
mento ( " h a r d e n i n g " ) , Neste trabalho, será abordado um importante 
topico do problema da análise conhecido como Análise Limite, aqui 
restrito a sistemas estruturais compostos por elementos de barra 
cujo material tem comportamento elástico perfeitamente plástico.
A Análise Limite trata da determinação da máxima amplifica^ 
ção de carga (fator de carga, ou segurança) que pode ser susteji 
tada por uma estrutura elastoplástica submetida a um carregamento 
especificado. Além do fator de carga, a análise permite obter iji 
formações sobre as tensões na estrutura e o mecanismo de colapso. 
Em uma estrutura indeterminada ( " h i p e r e s t a t i c a " )  a ocorrência de 
escoamento plástico não significa necessariamente a perda da capji 
cidade de resistir aos carregamentos, ou o colapso. A determin^
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ção da reserva de resistência da estrutura sõ pode ser feita atra^ 
vês da análise elastoplãsti c a . Considerando a hipótese de peque 
nos deslocamentos e ausência de instabilidade impõe-se que as cojr 
dições de equilíbrio e compatibilidade sejam satisfeitas por rela, 
çÕes lineares a partir da configuração inicial da estrutura. Como 
os deslocamentos não são objeto da análise, uma simplificação a_ 
dicional i realizada considerando-se um modelo de material rígi^ 
do-plãstico (fig.l.2).0 material obedece o critério de escoamento 
de von Mises, e os postulados para a unicidade e a estabilidade 
das soluções de Drucker t-3-i são satisfeitos. A estrutura é consti^ 





Fig. 1.2. Diagrama tensão deformação para material rigido-plãstico.
metria. Estas hipóteses permitem verificar a validade dos resuj^
tados para uma ampla gama de sistemas estruturais comprovados
f * 1experimentalmente nos trabalhos de B a k e r 1 J .
A estrutura ê considerada como uma montagem de elementos de 
vigas, cujos parâmetros estão concentrados em pontos nódais (de£ 
crição nodal). Considerando-se uma única resultante de tensões, a condição
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de escoamento torna o problema linear. Quando ocorre a iteração de 
duas ou mais resultantes de tensão o critério de escoamento to£ 
na-se uma função convexa não linear tendo estas resultantes como 
argumentos. Sob hipóteses adequadas adota-se uma descrição linea^ 
rizada das condições de escoamento e da regra de escoamento (lj^ 
nearizadas por partes) que torna, o problema linear, ao custo de 
um número aumentado de equações. Quando não se tem diretamente a 
função de escoamento, pode-se, de forma análoga à análise da es^  
trutura, determinar os pontos que caracterizam a descrição linea_ 
rizada da função de escoamento. A seção transversal discretizada 
é a " e s t r u t u r a " ,  as resu1tantes de tensões ativas são as " c a r g a s  
a p l i c a d a s ” correspondentes e a análise limite envolve a determina^ 
ção da " c a p a c i d a d e  p l á s t i c a” da seção transversal sob resultantes 
de tensão crescentes .
1.2 ? Hi stõri co
Em Plasticidade, é fundamental o estudo de duas condições 
que especificam o comportamento plástico dos materiais. A primei^ 
ra delas, a condição de escoamento ( " y i e l d  c o n d i t i o n ”), especifj_ 
ca o nível de tensão para o início do escoamento plástico. A se 
gunda, conhecida como regra de escoamento ( " f l o w  r u l e”) , fornece 
as taxas de deformação plástica correspondentes ao níyel de ten 
são sob o qual se iniciou o escoamento.
S- Venant^-6-^ e Le vy^7! quando enunciaram os fundamentos da
Plasticidade, usaram uma condição de escoamento enunciada ant£
riormente por Tresca, [ej , baseada em dados experimentais; a re
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gra de escoamento adotada foi inspirada na Teoria da Elasticida^ 
de. Mais tarde, R. von M i s e s L J  em um desenvolvimento, manteve a 
regra de escoamento,: mas alterou a condição de Tresca para uma 
forma matemãticamente mais conveniente. Nestes primeiros tempos, 
tanto a condição de escoamento como a regra de escoamento foram 
tratadas como elementos distintos da teoria. A possibilidade de 
se obter a regra de escoamento a partir da condição de escoamento 
foi postulada por R. von Mises, [10J através do conceito do "pcj 
t e n c i a l  p l á s t i c o " .  Inicialmente, estes conceitos foram restritos 
para o caso de a condição de escoamento ser descrita por uma fuin 
ção convexa, continua, sem pontos de singularidade. Koitert-11-! ge^  
neralizou estes conceitos para funções com pontos de singularida^ 
de, chamando-a de " T e o r i a  do p o t e n c i a l  p l á s t i c o  g e n e r a l i z a d o ”.
Ate o final dos anos 50 chegou-se a estabelecer o que é cha^ 
mado Teoria Clássica da Plasticidade, bem descrita nas obras 
de Hill^-12^, Prager & Hodge^-13-^ , e outros. Um apanhado histórico 
bastante detalhado, citando as contribuições principais e . trazeji 
do completa bibliografia, pode ser encontrada na obra de Martin 
^  , e em Koi ter *-  ^.
0 estabelecimento de princípios variacionais de extremo, a^ 
dequados ao tratamento numérico são devidos a Hill e Markov
^  , e valem para materiais que obedecem ao critério de Mises.Pa^ 
ra materiais que apresentam encruamento, os princípios análogos 
deyem-se a Sadowsky ^  ^  , e Kachanov ^  8-^ , respectivamente. 0 esta^ 
belecimento da correspondência entre as relações constitutivas da 
Plasticidade e as condições de Karush-Kuhn-Tucker é em grande pa_r 
te devida a Mai e r ^ 19-^ , onde, a partir daT, são estabelecidas im
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portantes ligações entre as relações constitutivas, os teoremas 
clássicos da Análise Limite e os princípios de extremo. Desta fo_r 
ma, foram estabelecidos importantes elos de ligação entre a Tec) 
ria da Plasticidade e a Análise Limite.
Neste trabalho, serão abordados os pontos fundamentais da 
Análise Limite, como sejam determinação da capacidade de resistêji 
cia de seções planas sob esforços combinados e a carga de colapso 
de sistemas estruturais. Estes pontos, bem como as abordagens mais 
em uso na Plasticidade, tem desenvolvimento relativamente recente 
e tentar estabelecer um apanhado histórico detalhado foge ao es^  
copo deste trabalho. Desta forma, serão apresentadas, separadameji 
te,as principais contribuições a ambos os pontos e serão fornecj[ 
das referências onde esta questão e detalhadamente abordada.
1.2.a. Condição de Escoamento para Seções Transversais
Serão consideradas seções solicitadas sob esforços normais,, 
fletores e torçores. Tal simplificação ê justificada pelo fato 
das tensoés cisa 1 hantes. não influírem decisivamente na carga de 
colapso, pelo menos nos tipos de estruturas que serão aqui consj[ 
deradas^-20-^ . Na obra de Hodge^-20-^ , o assunto ê devidamente explio 
rado e são fornecidas referências. Para o caso de seções solicitadas 
sob uma resultante de tensão, referência ê feita ãs obras clãs^ 
sicas de Hi l l ^ 12-^ , Johnson & Mellor^-21-^ , Massonet-Save ^-2-^,
Para a flexão e torção combinadas, Handelman ^ 22-^ e H i l l L
mostram que o problema se reduz a uma equação diferencial parcial
~ ~ Tl3~\nao-linear, ate agora sem solução exata. S t e e l e L J obteve uma
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solução numérica pelo método das diferençaâ finitas, Hill & S i e b e l  
[ > ]  apresentam uma solução que estabelece limites superiores e
inferiores ( " u p p e r  a n d  l o w e r  b o u n d s " )  para as cargas de colapso
Drd£ 
[2  0 ] ,
de seções circulares. Gaydon & Nuttal^-25-^ usaram a mesma aborda
gem para seções circulares, retangulares, "I" e caixão. Hodge 
considerou o problema como sendo de tensão plana, e relaxou as 
condições de equilíbrios localizadas através do uso do conceito 
de tensões generalizadas. Em seu trabalho o problema foi formula^ 
do como de maximizar as resultantes de tensões sob as restrições 
do critério de von Mises. Morris & Fenves^-26  ^ utilizaram o méto 
do de Hodge para estabelecerem equações aproximadas que descrevem 
a superfície de escoamento de diversos tipos de seções. Grierson 
& Baset^-27^ mostraram que a determinação das condições de escoji 
mento é análoga a análise limite. Esta formulação é-.a apresentada 
neste trabalho.
1.2.b. Análise Limite de Estruturas Reticulares.
A Kazi nczy í-28^ na Hungria e Kistl-29-^ na Holanda são atri_ 
buídos os primeiros trabalhos publicados sobre vigas fora da fase 
elástica. Kazinczy reconheceu o conceito de rótula plástica e lhe 
são creditados os trabalhos seminais em métodos plásticos em e£ 
truturas. Nos anos vinte destaca-se o trabalho de Maier- Leibnitz 
L3 0 »31] onde, pela primeira vez, foi tentada uma base quantitati^ 
va para a análise plástica. As obras de Bleichi-32^ e Maier-Leibnitz 
trazem o resumo das contribuições da época.
T3Em 1940, nos EUA, van den Bro e k L J publica seu livro, 0£  
de usa o termo " L i m i t  D e s i g n” (Projeto no Estado Limite). A par
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tir de 1 938, Baker iniciou na Inglaterra uma série de estudos vi^  
sando estabelecer,através do conceito de rotulas plásticas méto
dos simples de análise e projeto de estruturas. Estes resultados
M  -estão em sua obra "The S t e e l  S k e l e t o n ”L J , que apresenta um mete)
do para determinar a carga de colapso para pórticos múltiplos.
Os teoremas fundamentais da Análise Limite foram estabele^
r  3  5 ~ i  -eidos por Greenberg e Prager*- J e anteriormente, na Russia, por 
Gvozdev^36-^ , Desde então, com base nestes princípios, desenvolve^ 
ram-rse diversos métodos de análise para estruturas reticulares. Ejn
-* r 3 7*1tre eles, citam-se os métodos de B a k e r 1- J para quadros planos,
o de Neal e Symonds^38^ ou método das desigualdades, o de Horne
ou o método da distribuição de momentos plásticos e o dos 
mecanismos combinados de Neal e Symonds .
Estes métodos estão descritos detalhadamente nos trabalhos 
de N e a l ^ 1^ , Massonet-Save , Hodge £20-l , Horne e Baker-Heyman 
Estes métodos colocaram a Análise Limite em fundamento quaji 
titativo sólido, embora requeiram prática do analista na verificji 
ção final dos resultados pois não conduzem ã solução final de uma 
forma sistemática.
Para esforços combinados de momentos e forças normais em
r 3*i — -*estruturas, Ba k e r 1- J propos um metodo iterativo em que primeira, 
mente é feita a análise considerando apenas momentos. Apõs,entao, 
são adicionados os esforços normais da estática e feitas as verj_ 
ficações sobre o mecanismo de colapso. Hodge^20^ aperfeiçoou este 
método, que continua sendo trabalhoso e exige boa prática do ana 
lista. Para flexão e torção, Heyman , usando um critério de es^
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coamento normalizado, analisou estruturas de grelhas simples. 
Hodge^-20^, usando critérios de escoamento linearizados por par^ 
tes (LPP) suplantou as dificuldades da solução de Heyman que coji 
duz à sistemas de equações não lineares. Entretanto, estes méto 
dos tem poucas possibilidades de aplicação pratica por serem tra^ 
balhosos e complicados. A obra de Hodge trata em detalhes a a n ã n  
se de estruturas sob esforços combinados.
Com o estabelecimento da analogia entre os problemas de 
Anãlise Limite de estruturas e a Programação Matemática, inicial_ 
mente por Charnes e Greenberg , passoú-se a contar com algç) 
ritmos matemáticos que possibilitaram a solução de problemas de 
forma sistemática e adequada a tratamento computacional. Com este 
estimulo, abriu-se uma nova era para a Plasticidade Estrutural.
Charnes, Lemke e Z i e n k i e w i c z e s t a b e l e c e r a m  os aspectos duais
~ - - Pi* 7*1das formulaçoes cinematica e estatica. C e r a d i n i 1- J e Gavarini
deram interpretações físicas para as variáveis duais das 
formulações em termos de Programação Linear (PL) . G a v a r i n i ^ 9-! ,es^  
tendeu estes conceitos para sistemas estruturais discretizadospor 
diferenças finitas, modelados por Programação Não Linear (PNL). 
Grierson e Gladwell^50-^ colocaram o método dos mecanismos combj^ 
nados em termos de PL, dualizado mais tarde por Cohn, Ghosh e
Pari mi I-51-} » este último obteve, ainda, uma interpretação para a
~ — ps 2*i —?versão estatica. Fenves e Gonzalez C a r o L J , através dos conce^
tos da teoria dos grafos para a descrição dos sistemas estrutu^
rais rigido-plãsticos e da dualidade, estabeleceram formulações
para a Análise Limite e Projeto no Estado Limite, considerando re^
sultantes de tensões simples e múltiplas, no último caso através
da discretização da superfície de escoamento.
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Maier^-53-^ , estabeleceu,através da teoria de Karush-Kuhn- 
Tucker,formulações gerais para estruturas discreti zadas . As rela^ 
ções de equilíbrio, compatibilidade e equações constitutivas são 
montadas como condições de Karush-Kuhn-Tucker. Após, são estabele 
eidos os programas equivalentes a estas restrições. Para uma úni^ 
ca resultante de tensões tem-se problemas de PL e para resultaji 
tes de tensões múltiplas, P N L , que com a conveniente discrétiza^ 
ção do domínio de rigidez, transforma-se em PL,
Cyras formulou o problema de outro modo: primeiramente 
estabelecendo as relações de equilíbrio, compatibilidade e rela^ 
ções consti tutiyas e impondo, em seguida, que a solução atendes^ 
se a um principio de extremo (Hi 11 J-1 ) , obtendo assim diretameji
[27,551te os programas estabelecidos por Maier. Grierson e BasetL J d^ 
senvolveram soluções numéricas para a formulação proposta por 
Maier^-53-^ , para diversos tipos de estruturas e seções planas. Es_ 
tes modelos são gerais, valendo para qualquer estrutura que pos^ 
sa ser descrita através de um método conveniente de discretização.
Os conceitos de Analise Limite tem sido últimamente esteji 
didos a sistemas físicos onde, naturalmente, se pode estabelecer 
analogias de comportamento. Também é conhecida a descrição de 
seus conceitos em termos de Análise Funcional (Fremond ^-56-^ ) . Co^  
mo exemplos de aplicações em sistemas físicos tem-se os trabalhos 
de Kritz^57-} e Anthoi ne ^-5 8-^ , em Cadeias Ecológicas e Engenharia 
Elétrica, respectivamente. Para uma visão mais completa do panora_ 
ma atual da Análise Elas toplãstica, cabe reportarmos ao artigo de 
Maier e Munro ^ 59-^ .
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1.3. Objetivos e Justificativas
Neste trabalho, a-Analise Limite e formulada através dos coji 
ceitos de Programação Matemática (PM). Como Programação Matemãtj^ 
ca entende-se a otimização de funções sujeitas a restrições na 
forma de equações e inequações. Os teoremas de Karush-Kuhn-Tucker 
especificam as condições de necessidade e suficiência para a exi^ 
tência de pontos de õtimo para um determinado problema de PM^60^. 
A analogia entre estes teoremas e a descrição dos modelos da Plas^ 
ticidade estabelecem fortes ligações entre estas teorias!-59^, e 
permitem tratamento elegante na formulação de problemas, no caso, 
da Análi se Limite.
A partir da descrição das relações constitutivas rígido-plãs^ 
ticas -e utilizando as condições de Karush-Kuhn-Tucker, ou de otj[ 
mal idade, são estabelecidos os pri ncípios de extremo da Plastj^ 
cidade. Em um sistema estrutural, onde as equações de equilíbrio, 
compatibilidade e as relações constitutivas são descritas sob fo£ 
ma vetorial, ao se impor que a solução deste problema obedeça a 
um princípio de máximo, com restrições adicionais ã convexidade 
das relações constitutivas, obtém-se modelos matemáticos que são 
os enunciados em termos de PM dos teoremas clássicos da Análise 
Limite. Novamente, as condições de otimalidade são invocadas para 
o estabelecimento dos operadores que aparecem nos modelos. A Anã 
lise Limite é então formulada de uma forma geral, válida para 
qualquer sistema estrutural que possa receber descrição matricial 
adequada.. Sendo as relações constitutivas, em geral, funções 
convexas não-1 ineares, a formulação é convertida em um problema 
de Programação não Linear [PNL).
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Utilizando-se uma descrição nodal da èstrutura L27J , evita-se 
o inconveniente da preparação manual dos dados correspondentes ã 
descrição dos mecanismos básicos de colapso, ou a descrição esta^ 
tica da estrutura. Para estruturas compostas de elementos de ba£ 
ras, a formulação matricial permite a análise sistemática das di^  
versas geometrias encontradas na prática, sejam quadros planos, 
grelhas e estruturas tridimensionais. Para a formulação mais ge 
ral , PNL, os algoritmos existentes limitam o porte dos problemas 
que podem ser resol vi dos f-5-i; com a descrição linearizada por par. 
tes (LPP) das relações constitutivas, o problema é transformado 
num de Programação Linear (PL), A linearização introduz acréscimo 
sensível ao porte dos problemas, mas os algoritmos e programas 
computacionais atualmente disponíveis de PL^-6 1’62-^ , permitem o
r 5 5*ieficiente tratamento de problemas de porte real L J .
Utilizando-se a analogia entre a determinação da capacidade 
limite de uma seção plana e a de um sistema estrutural -^5,27-^ po^  
de-se, com o uso dos mesmos programas computacionais, tanto anal^ 
sar a estrutura como um todo, ou uma seção transversal parties 
lar. Evidentemente, os resultados desta analise valem dentro dos 
limites estabelecidos pelas hipóteses adotadas (material rígido- 
plãstico, pequenas deformações, ausência de instabilidade). Esta 
abordagem pode ser encarada como um caso particular de modelos 
mais gerais^-63^, que incluem a resposta elastica do sistema.
1.4, Organização do Trabalho
No capitulo segundo, a partir das relações constitutivas rT
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gido-plãsticas são estabelecidos os princípios de extremo sob as 
quais as formulações estão apoiadas. Após, os modelos matemáticos 
gerais para a Analise Limite são deduzidos através de um procedi^ 
mento puramente formal ao se aplicar os princípios de extremo a 
uma descrição discretizada genérica do sistema estrutural,
No capítulo terceiro, apresenta-se a descrição nodal para 
sistemas estruturais compostos de elementos prismáticos. Primeira^ 
mente são estabelecidas as relações constitutivas linearizadas p£ 
ra os elementos individuais, e apÕs são estabelecidas as relações 
que descrevem a estrutura como um todo,
No capítulo quarto, a mesma formulação apresentada no capítu 
lo terceiro e aplicada a seções transversais discretizadas por e^ 
lementos de tensão constante, e com base nesta mesma formulação é 
apresentada uma forma de se gerar condições de escoamento linearj_ 
zadas para seções transversais.
No capítulo quinto são apresentados resultados numéricos da 
aplicação dos modelos a estruturas planas e seções transversais.
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CAPÍTULO 2 - MODELAGEM MATEMÁTICA DA ÀNÂLISE LIMITE
2.1. Introdução
A motivação para o uso de Programação Matemática na formula^ 
ção de problemas de Plasticidade tem dois aspectos importantes. 0 
primeiro é a possibilidade de se obter um melhor entendimento dos 
problemas reai s ,através do estudo das formulações a estas associa_ 
das, e em segundo lugar, as técnicas formais de solução da Progra_ 
mação Matemãtica fornecem ferramental que possibilita solução 
computacional sistemática de problemas de porte real.
Neste capítulo, explora-se o primeiro dos aspectos anterio_r 
mente citados, e obtêm-se não apenas uma forma clara de entendj^ 
mento dos diversos aspectos da Análise Limite, mas também uma fo£ 
ma elegante de apresentação. Nas primeiras seções (2.2, a 2.4) a 
Análise Limite é formulada a partir dos conceitos fundamentais da 
Plasticidade e da Mecânica das Estruturas. Nas seções seguintes, 
através do estudo das propriedades dos modelos formulados, abo£ 
dam-se importantes aspectos das soluções, como sejam a influência 
das condições do escoamento associadas ao comportamento da estru^ 
tura e a unicidade do fator de carga (Sec. 2.5), assim como o ca^  
rãter não unívoco dos vetores taxa de deformação e tensão genera. 
lizados para as formulações onde e utilizada a relação constitut^ 
va LPP (Sec. 2.7). No desenvolvimento, uma barra sobreposta a um 
símbolo indica um vetor, e um til sobreposto indica transposi^ 
ç ã o .
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2.2. Hipóteses Principais e Notaçao
0 modelo de material considerado é o rígido-perfeitamente plãsti^ 
co. Esta hipótese é uma primeira aproximação do comportamento 
real de um sistema estrutural no limite elástico. Esta considera^
ção é feita, via de regra, quando a exaustão da capacidade de car
rs^iga define o estado limite do sist e m a 1- J . Embora pareça uma des^ 
crição crua, a Análise Limite tem mostrado, por comparações com 
resultados experimentais que corresponde ao conceito de um estado 
limite. Ela proporciona, por outro lado, uma economia real na de^  
terminação de dimensões de sistemas estruturais, quando comparada 
com os métodos de projeto el ãsti cos M  .
Os carregamentos são aplicados de forma estática ou quase-es^ 
tática, de forma a não se precisar considerar efeitos dinâmicos nos 
modelos matemáticos.
As deformações no colapso são pequenas, ou seja, as relações 
de equilíbrio e compatibilidade podem ser estabelecidas a partir 
da configuração geométrica inicial da estrutura.
Na análise também não será considerada a possibilidade da 
ocorrência de flambagem ( " b u c k l i n g " )  localizada, e foram tomadas 
precauções de modo a se evitar a instabilidade da estrutura como 
um todo ( " o v e r a l l  i n s t a b i l i t y " ) .
A estrutura é dividida em elementos genéricos de viga. 0 
comportamento rígido plástico es tá localizado nos pontos extremos 
do elemento, ou pontos nodais. Assim, o sistema real é substitujT
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do por uma descrição discretizada . 0 problema, consiste em deter^ 
minar as tensões generalizadas e as variáveis cinemãticas que des^ 
crevem o estado do modelo, Como tensões general i zadas ^  enteji 
dem-se as resultantes de tensão que estão sendo consideradas (a^  
tivas). No caso de vigas, estas são os momentos fletores e torç£ 
res e a força normal.
Seja um ponto nodal de um elemento, e considere-se que
seu nível de solicitação seja definido por um vetor tensão genera^ 
lizada n-dimensional ,
§1= [ Q 1 .Q2 .....QJ ] . (2.1.)
A formulação dual do problema requer que a taxa de deformações no 
ponto seja tambim definida por um vetor n-dimensional ,
q 1 = [ qí.qa». . • ]• (2 .2 .)
A taxa de dissipação de energia neste ponto sera,
ê 1 = q 1 q’ (2-3 ->
Considerando todos os pontos nodais da estrutura são cons^ 
truídos os supervetores
Q = [ Q 1,Q2 ,.,.,Qn ]
( 2 . 4 . a , b )
• r • 1 p 0 • n -1q = [ q 1 ,q2 , ... ,q J
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que descrevem de forma unívoca o estado da estrutura. A dissip<i 
ção de energia em toda estrutura será;
D = § q (2.5.)
Um outro par de variáveis duais são os vetores esforços e_x 
ternos (carregamento) e taxas de deslocamento. Para um ponto nc) 
dal são representados por,
i 1' * [F1 .F2 ..... Fj] ,
( 2 . 6 . a , b )
•i r •i •iu = [ u a ,u2 ,. . .,un j ,
respectivamente. Da mesma forma que em 2.4., formam-se os supej^ 
vetores F e ú, e seu produto interno representa a potência reali_ 
zada pelas forças externas,
W = F , (2.7.)
sobre toda a estrutura.
2.3. Relações Principais e Princípios de Extremo
Serão estabelecidas as relações principais que entram na mo^  
delagem matemática da Análise Limite. Inicialmente, serão considj* 
rados os pares de vetores duais Ç e q , F e ú_, como estabelecidos 
na seção 2 ,2 ,, Assim, as equações de equilíbrio para a estrutura
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discretizada tomam a forma
CQ = F • (2 .8 .)
A matriz C.é um operador de equilíbrio para toda a estrutura. Ne^ 
te trabalho, sera obtida a partir das equações de equilTbrio para 
um elemento genérico de viga.
As equações geométricas que estabelecem a relação entre as 
taxas de deslocamento e de deformação, são obtidas por pura formja 
lidade, uma vez que os operadores das equações de equilTbrio e 
compatibilidade são ad juntos J-64 5 6 5-^ . Desta forma,
C U = q , (2.9.)
onde C é o operador de compatibilidade, e seu transposto em
2.8, o de equilTbrio. As dimensões dos vetores e F fornecem o 
número de graus de liberdade de toda a estrutura. As relações 
2.8 e 2.9 dependem somente da geometria da estrutura,
0 comportamento do material rígido-plãstico sob efeito de 
tensões combinadas ê descrito por dois conjuntos de relações, a 
condição de escoamento e a regra de escoamento. Associando a cada 
ponto material um espaço tensão generalizada (fig. 2 .1), neste e£ 
paço haverS um domínio, ou região onde o comportamento é rígido e 
as coordenadas de um ponto especificam o estado de tensão do pon 
to material, Esta região é limitada e convexa em torno da origem. 
Os pontos na fronteira do domínio definem as combinações especifi^ 
cas de estados de tensão general izadas para as quais ocorre o es^
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coamento plástico. Pontos fora do domínio rígido ou da fronteira 
representam estados inacessíveis de tensão . Se representarmos a 
superfície limite de tensão por uma função vetorial das tensões 
generali z a d a s ,
* = Í  (Q)’ (2 .10 )
então, a condição de escoamento pode ser escrita na forma
<i> CQ k  1  * (2 .11)
Fig. 2.1. Superfície de escoamento no espaço de tensões.
A regra da normalidade permite que as taxas de deformações 
no colapso sejam determinadas derivando-se a função de escoamen 
to, ou seja,
7
q = A  ------ > X > 0. (2 .12)
“ ■ ’ 3Q
21
E a condição de consistência de P r a g e r ^  determina que as com 
ponentes do vetor £  recebam contribuição apenas dos modos de es^  
coamento que estão ativos (j»1 = ejou seja:
Í(Q)X = 0 »  (2.13)
As relações 2.11, 2.12, 2.13, formam um conjunto de condi^ 
çÕes de Karush-Kuhn-Tucker para o programa convexo abaixo:
maximizar: { £  £  / £(([) • (2.14)
Por sua vez, £  Q representa a potência dissipada para um dado cam 
po de taxas de deformação no colapso, A relação 2.14 pode ser 
interpretada como o enunciado em termos de Programação Matemática
-T  — r * i  2 ~ ido principio de maximo trabalho de H i l l L J .
Através da dualidade lagrangeana, serã estabelecido o priji 
cTpio dual de 2.14. Primeiro constroi-se a função de Lagrange 
para 2.14 , que consiste da função objetivo do problema origi_ 
nal, mais as restrições multiplicadas por multiplicadores adequa^ 
dos. Se a restrição for em desigualdade, o multiplicador terã res^ 
trição de sinal, se for em igualdade, não terã restrição de s^ 
nal. No caso, tem-se a restrição -$_(Q)>0 e o multiplicador s<e 
rã um vetor Â>0 , assim,
, r» r*
£ . = q Q - Â[i(Q)J (2.15)
Diferenciando a função £ em relação ãs variáveis do probl£ 
ma original, i,e,, ^  e igualando a zero, são obtidas as restri^
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ções do problema dual, ou seja,
a£ r 3^(0.)
—  = 3  - ------ = _0 (2.16)
3Q 3Q
Substituindo 2.16 na-função objetivo e especificando a restri­
ção de sinal, monta-se o dual:
~ ã^(Q^) 7
minimizar { x ------  Q - A.[i.(â)J / À  ^ âí • (2.17)
“ 3Q
Como,para a solução, vale a equação 2.13, o segundo termo da 
função objetivo se anula, e o primeiro termo representa a energia 
dissipada correspondente a uma configuração de vetores taxa der-r
deformação def i ni dos por X , Está e a versão em termos de Programa_ 
ção Matemática do principio de Markov^-16-^ .
2,4. Modelos Matemáticos para a Análise Limite
Para a -„Analise Limite supoe-se conhecidas a configuração 
geométrica, dimensões, capacidades de resistência e o vetor de 
esforços aplicados. Aplica-se um multiplicador "a" ao vetor de ej> 
forços aplicados e supõe-se que o mesmo cresça de forma monotõn^ 
ca até o esgotamento da capacidade de resistência da estrutura. 0 
multiplicador a, ê designado como fator de carga, e o valor ass^ 
mido ao colapso, carga limite. Ao ser atingida a carga limite, e^ 
xiste na estrutura um número tal de seções plastificadas, i.e., 
deformando-se continuamente sob carga constante, que a estrutura
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deixa de funcionar como tal, tornando-se um mecanismo. Se, para 
o valor da carga limite, parte da estrutura não estiver em cid 
lapso, teremos então um mecanismo parcial de colapso.
Considerando as hipóteses enunciadas na seção 2,2., o co 
lapso na estrutura deve-se unicamente ao escoamento plástico, e 
fala-se em colapso plástico simples. Estas mesmas hipóteses permi_ 
tem obter o valor do fator de carga, taxas de deformação e deslo^ 
camento e as tensões generalizadas nos pontos nodais da estrutura. 
Estas grandezas são determinadas usando-se os princípios de extr£ 
mo da Plasticidade, deduzidos na seção 2.3.: o principio da mãx^ 
ma potência dos esforços externos, eq. 2.14., e o da mínima di£ 
sipação de energia interna, e q . 2.17.. Os modelos matemáticos de 
análise limite dão uma descrição matemática da aplicação destes 
princípios a sistemas estruturais discretizados.
Serão definidos, a seguir, alguns conceitos referentes aos 
vetores tensão generalizada, taxas de deslocamento e taxas de de^  
f o r m a ç ã o .
Um vetor tensão generalizada (} que satisfaz ãs equações de 
equilíbrio, 2 .8 ,, e dito "estãticamente possível".
Um vetor Q, e dito um vetor de tensões generalizadas “admis^ 
sível" se satisfaz ã condição de escoamento 2 .1 1 .
0 vetor Q, que satisfaz conjuntamente ãs condições de equiljf 
brio ("estáticamente possível") e de escoamento ("admissível"), é 
denominado de vetor tensão generalizada "estaticamente admissí^
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vel", para o qual, então,
C Q = F ,
J>_(Q_k 0.*
Um vetor taxa de deslocamento (deformação) é dito "cinemãti_ 
camente possível" se satisfaz ãs condições de compatibi1idade,eq .
2.9.; e "admissível" se a potência nele realizada satisfaz ã rejs 
tr i ção ,
ti = Ú_ F > 0 . (2.18)
0 vetor taxas de deslocamento (deformação), que satisfaz em 
conjunto as eqs, 2,9., 2.18., chama-se "cinematicamente admissT^ 
vel". Neste caso tem-se
C ú M ,
H  L  > o .
Usando os conceitos definidos acima e o principio da máxima 
potência das forças externas, que determina o estado de tensões 
generalizadas correspondentes ã configuração de colapso, serão 
construídos os modelos matemáticos para a análise limite. Tomando 
este principio como fundamental, será estabelecido o modelo est£ 
tico; a seguir, será obtido o modelo dual, ou cinemático, utili_ 
zando a teoria da dualidade lagrangeana da programação matemãti^ 
ca, Este modelo define as taxas de deformação (deslocamento) no
25
cola ps o .
2.4.a. Formulaçao Estática
Por formulação estática entende-se um modelo matemático no 
qual as tensões generalizadas são as incógnitas principais.
0 vetor de tensões generalizadas correspondente ao colapso 
é determinado a partir do seguinte principio de extremo:
De todos os vetores tensão generalizada estaticamente aâmis_ 
síveis no colapso plástico 3 aquele que maximiza a p o t ência das 
forças externas é a solução.
Seja, então,um vetor de esforços externos que atua sobre 
uma estrutura discretizada,definido por
a F , (2.19)
onde a i o  fator de carga desconhecido, e F = F, (í= 1 , 2 , . . . ,m) e 
um vetor dado que define a direção e distribuição das cargas. Des_ 
ta forma, o valor da carga limite depende do parâmetro a, e a po 
tência realizada tem a forma: w = a £  (2.20)
Um vetor tensão generalizada estaticamente admissível é djs 
finido pelas relações 2,8. e 2.11. Como no colapso se tem o campo 
de tensões generalizadas estaticamente admissíveis que maximiza 




maximi zar 0 £  H.
S U j e i t O  a 4.(Q.)<É. ( 2 . 2 1 . a , b , c )
e CQ - = 0_.
Na função objetivo do programa estabelecido pelas relações 
2 .2 1 ,a,b,c, (expressão da potência das cargas), aparece o vetor 
jj de taxas de deslocamento, que não faz parte das restrições 2 . 
21.b,c . Como o produto F ê um escalar, pode-se toma-lo de for 
ma que £  jj = 1 ; assim as relações 2 ,2 1 .a,b,c tomam a forma:
maximizar a
S U j e i t O  a £ ( Q k !  ( 2 . 2 2 . a , b , c )
e CQ - a£ = Q_
As relações 2.22 representam a formulação estática da 
análise limite, E um problema convexo de programação matemática, 
uma vez que as restrições são convexas a partir da origem.
Resolvendo este problema, é obtido o valor da carga limite e o v£ 
tor tensões generalizadas no colapso. Este problema corresponde 
ao seguinte enunciado:
A uma d i stribuição de tensões g e n e ralizadas estaticamente 
admissivet no colapso -plástico3 corresponde o m áximo valor do
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fator de carga,
Este enunciado, que é consequencia do principio de extre^ 
mo, é o enunciado do teorema estático da análise limi t e .
2.4.b. Formulação Cinemática
A formulação cinemática da analise limite será obtida de 
maneira puramente formal, construindo-se o problema dual de 2 .2 2 . 
a ,b , c .
Primeiramente, como para a e q . 2.15., constrõi-se a função 
de Lagrange, Tem-se neste caso dois multiplicadores, i, e i, onde 
o primeiro tem a restrição Ã»e e o segundo, sem restrição de si^  
nal :
£ = <* - A£(Q) + Ú (CQ - a F ) . (2,23)
Diferenciando 2.23 em relação "ãs variáveis do problema ori gi^  
n a l , a e Q v e m ;
3£ • 3*(Q)
-- = -\ ------ + CÚ = 0 , (2.24.a ,b .)
aQ 3Q
3 £
—  = 1 - ÚF = 0 .
3a
As relações 2.24.a,b são as restrições do problema dual,
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que substituídas em 2,23 e usando 2,9 e 2.12 fornecem;
A H ( Q )  T  
minimizar X ------  Q - X ,
9Q "




As relações acima constituem o modelo matemático da formulação c_i^ 
nemãti c a .
A equação 2.25.b descreve um campo de deslocamentos ci ne^  
máticamente possível, pois por 2.12 tem-se
A terceira equação, 2.25.C representa um campo de deslocamentos 
admissível. Em consequência, estas duas restrições em conjunto 
descrevem um campo de deslocamentos cinemãticamente admissível.
0 primeiro termo da função objetivo representa a taxa de 
dissipação de energia, uma vez que D = q Q. No segundo termo, a 
condição de consistência para a solução, 2.13, o faz anular-se. 
Desta forma, o problema descrito por 2.25.a,b,c,d corresponde ao 
seguinte enunciado:
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De todos os vetores cinemãticarnente a d m i s s í v e i s , de taxas 
de deslocamentos no colapso p l á s t i c o 3 aquele que m i n imiza a taxa 
de dissipação de energia corresponde à solução.
2.5. Relações de Dualidade
Aplicando-se o segundo teorema da dualidade aos problemas 
2.22 e 2.25, as soluções X e Q satisfazem a condição
Íi(Q) = '0 , (2.26)
que e equivalente ãs regras de escoamento associadas:
Â1 > 0 se = £>
X ^ ^ Q  se ^ 1 (Q)<e_
Fisicamente, isto significa que nos locais onde ocorre o escoameji 
to a capacidade de resistência esgotou-se, ou seja, o vetor teji 
soes generalizadas atingiu um ponto no contorno do domínio de ri_ 
gidez correspondente ao elemento i. Por outro lado, para pontos 
no interior do domínio, corresponde um vetor taxa de deformação 
z e r o , i sto ê , ^x1 = e_.
Novamente aplicando o segundo teorema as relações de equilT 
brio, chega-se a relação iú [C() - aF] = o.Como Cú^  = q vem:
q Q = a Ú F. (2.27)
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A equação 2.27 significa que na solução, a taxa de dissipação 
de energia ê igual ã potência dos esforços externos. Isto confij^ 
ma o caráter dual dos princípios de extremo, de acordo com os 
quais, na solução, a máxima potência das forças externas i igual 
a mínima dissipação de energia.
Pelo primeiro teorema da dualidade, as duas funções objeti^ 
vo de 2.22 e 2.25 tem o mesmo valor. Então,
7 9 i ( Q )
cx = _X -------: Q (2.28)
3 Q
que pode ser interpretada como a igualdade entre a potência das 
forças externas e a taxa de dissipação de energia, uma vez que 
jj £  = 1. Adotando-se qualquer outro valor para o produto ^  F a 
relação 2.28 se mantêm.
2.6. Relações Constitutivas Linearizadas Por Partes (LPP)
Nas seções anteriores, as relações constitutivas foram coni 
sideradas em sua forma mais geral, o que corresponde ao domínio 
de rigidez ser limitado por uma função ou conjunto de funções coji 
vexas não-1ineares, como por exemplo as condições de von Mises.l£ 
to torna os modelos anteriormente deduzidos em problemas de prc) 
gramação não-linear. Para estes problemas a atual capacidade dos 
computadores e os algoritmos disponíveis restringem a solução a 
problemas de pequeno porte -5-^ . Úma saída para estas limitações cori 
siste na linearização dos critérios de escoamento ou a utilização
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do critério de Tresca, tornando os modelos 2.22 e 2.25 em proble 
mas de programação linear, uma vez que os programas disponíveis 
de PL permitem a solução de problemas de porte avantajado.
onde N é a matriz das normais unitárias das superfícies correspoji 
dentes ã linearização efetuada, e R 1 representa a distância da o 
rigem até a superfície do critério de escoamento linearizado. Com 
esta descrição do critério de escoamento pode-se obter boas apr^ 
ximações do comportamento dos elementos estruturais, superando-se 
as limitações impostas pelas não-1inearidades .




A linearização de um critério do escoamento qualquer pode 
ser feita com a seguinte representação matemática:
(2.29)
(2.30.a , b ,c)
e C Q - a F = 6 ;
minimizar
sujeito a Cu - NX = 0,
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£  Ú = 1 (2.31.a ,b ,c ,d)
e -  ^ i
Os conjuntos de relações (2.30) e (2.31) formam problemas de PL 
que podem ser resolvidos pelos métodos usuais. No próximo capít£ 
lo apresenta-se em detalhes o desenvolvimento da relação 2.29.
2.7. Alguns Aspectos Qualitativos
Na formulação estática determina-se a distribuição estaticji 
mente admissível de esforços internos que maximiza o valor do pa^  
rãmetro de carga a. Como consequência, o parâmetro de carga co£ 
respondente a qualquer campo estaticamente admissível de tensões 
serã menor ou igual ao valor da carga limite, o que ê em essência 
o enunciado do teorema estático.
0 valor da carga limite também é obtido pela equação 2.29, 
que é consequência da solução da formulação cinemática, onde as 
incógnitas principais sao os vetores e Nesta formulaçao, a 
mínima taxa de dissipação de energia é determinada para um valor 
normalizado das taxas de deslocamento. Dai segue que o parâmetro 
de carga associado a qualquer vetor cinemãticamente admissível de 
taxas de deslocamentos, serã sempre maior ou igual ao valor da 
carga limite. Esta propriedade do modelo é análoga ao teorema cj[ 
nemá ti c o .
Supondo que o estado de tensões de uma estrutura seja ca
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racterizado pelo yetor,
então pode-se representar o problema 2.22 em um espaço tridimeji 
sional com coordenadas Q 1 ,Q2 ,a.
Um campo de tensões admissível pode ser representado por um 
cilindro cuja base § a curva As equações de equilíbrio
CQ " “E  = descrevem um plano que passa pela origem. Todos os ve 
tores assentes neste plano que ou estejam no interior do cilindro, 
ou toquem o contorno do mesmo, satisfazem ãs condições para um 
campo estaticamente admissível, f i g . 2 .2 ., 0 maior valor de "a” se 




a a - ã a
Q 2
Fig. 2.2. Solução no espaço tensão para critério de Mises.
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As coordenadas do vetor corresponderão às componentes das tensões 
para o colapso. Se a função de escoamento ë lisa então a "a" co£ 
responde uma única coordenada Q',i.e., um único gradiente da fun 
ção de escoamento que corresponde a um valor único da taxa de deí 
formação.
Para uma função de escoamento LPP, o campo de tensões admi^ 
síveis ê descrito por um prisma cujas arestas são paralelas à co 
ordenada "a", podendo existir dois tipos de soluções. 0 primeiro 
ocorre quando o ponto mais alto da interseção plano-prisma esti_ 
ver em uma aresta do prisma fig. 2.3. Neste caso, ter-se-ã um 
único vetor Q e o vetor q , assumirá qualquer valor que seja uma 
combinaçào linear dos vetores c[ dos lados adjacentes . Entretanto, 
a taxa de dissipação tem valor unico e igual ao valor do parâm^ 
tro de carga limite.
<x
Fig,.2.3, Solução não unívoca para taxas de deformação
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0 segundo tipo acontece quando a interseção plano-prisma em 
seu ponto mais alto, "a", tiver altura constante ao longo de uma 
face, fig. 2.4. A este caso, corresponderá um único valor de ta^  
xas de deformação e a diversos possíveis vetores tensão. Ou seja, 
ter-se-a um único mecanismo de colapso e um conjunto linearmente 
dependente de vetores tensão. Estas propriedades permitem con 
cluir que,embora em alguns casos se possa ter campos de deforma_ 
ção ou campos de tensão não únicos, o valor da carga limite será 
sempre o mesmo. Este ponto e discutido em detalhes por Franchi e
Fig. 2.4. Solução não unívoca para tensões generalizadas.
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CAPITULO 3 - ANALISE LIMITE DE ESTRUTURAS RETICULARES
3.1 - Introdução
A aplicação dos modelos desenvolvidos no capítulo anterior a 
sistemas reticulares requer que sejam satisfeitas as condições p^ 
ra a existência de pontos extremos, ou de Karush-Kuhn-Tucker. Ff 
sicamente, estas representam o comportamento de elementos indiyj[ 
duais e da estrutura como um todo. As relações constitutivas pa^  
ra um elemento genérico são estabelecidas em termos das resultar^ 
tes de tensões e taxas de deformação localizadas nos pontos extre 
mos (nodais) dos elementos. Para a estrutura montada, teremos as 
restrições de equilíbrio, compatibilidade e a expressão da taxa 
de trabalho positiva para as deformações plásticas. Estas são fO£ 
muladas em formato matricial e permitem que esta abordagem seja 
aplicada a qualquer sistema estrutural em que se possa usar a anã
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lise elastica linear convencional1- J . Primeiramente serao desen­
volvidas as relações que descrevem um elemento individual, sec. 
3.2., e apos para a estrutura montada, Sec. 3.3., seguindo os se­
guintes passos:
.1. Para cada Elemento Individual:
a) Relacionam-se as resultantes de tensões ativas dos pontos 
nodais, ãs ditas resultantes de tensões naturais que autoequili^ 
bram o elemento.
b) Relacionam-se as taxas de deformação ativas às taxas de 
deformação naturais que excluem os movimentos de corpo rígido do 
elemento.
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c) Formulasse a relação constitutiva rigido-plãstica em ter^ 
mos de resultantes de tensões naturais e das correspondentes t£ 
xas de deformação naturais.
2. Para a e s t rutura;
a) Definir a condição de taxa de trabalho positiva que rel£ 
ciona as taxas de deslocamento ãs cargas aplicadas.
b) Formular as condições de compatibilidade que relacionam 
as taxas de deslocamento (velocidade) ã taxas de deformação na 
turais,
c) Formular as condições de equilíbrio, que relacionam as 
cargas aplicadas ãs resultantes de tensões naturais.
As relações desenvolvidas nos passos 1 e 2 formarão as condj^ 
ções de Karush-Kuhn-Tucker para os conjuntos de equações 2.30.a,
b , c ; e 2.31.a,b,c,dí-5 ’27J.
3.2. Elemento Genérico da Estrutura
Considera-se um elemento prismático, genérico onde o compor^ 
tamento rígido plástico se concentra em suas extremidades, identi^ 
ficadas pelas letras j e k. Os esforços internos na seção j, fig.
3 .1 . são as resultantes das tensões que atuam em todos os pontos 









onde Vx, Vy, denotam as componentes de ci s a lhamento, Pz a 
normal, Mx e My os momentos fletores e Tz o momento torçor.
r »
X VX
Fig. 3.1. Tensões ativas e resultantes de tensão.
(3.1)
força
0 vetor taxa de deformaçao correspondente é formado considerando
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seja, a menos de uma constante, a taxa de dissipação de energia 
na seção:
bêm não estarão ativas, i.e,, seu valor não influencia os resulta 
dos de forma significativa, A seguir, são estabelecidas as rel<i 
ções entre as resultantes de tensão naturais, não naturais e ati^ 
vas, e entre as taxas de deformação naturais, não naturais e at^ 
v a s .
3.2.a. Relações entre Resultantes de Tensões.
resultantes de tensão naturais (taxas de deformação) e em (c), as
(3.3)
Os vetores RJ , R^ não representam estados autoequi1ibrados 
de resultantes de tensões, assim também e r^ podem representar 
movimentos de corpo rTgi do ^-6 7-, Algumas resultantes, (Vx,Vy) tam
Seja a fig. 3.2.a,b,c, onde em (a) sao mostradas as resu2 
tantes de tensão (taxas de deformação) não naturais, em (b) as
i ktensões generalizadas ativas, SJ e S .
Fig. 3.2. Elemento generico de viga. a) Resultantes de tensão 
não-naturais. b) Resultantes de tensão naturais, 
c) Resultantes de tensão ativas.
Adotando-se o sentido j-k como positivo e posicionando os eixos 
x,y,z segundo a fig. 3.1 tem-se para o vetor R^:
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Para um elemento de viga plano, tem-se três resultantes de 
tensão naturais, fig. 3.2.b, que se pode escolher a vontade, de 
forma a estarem autoequi1ib radas. Relacionando-se o vetor Q 1 a R 1 
obtêm-se a equação:













Para estruturas planas comuns, as tensões cisalhantes não apreseni 
tam influência sensível na carga de colapso, podendo-se portanto 
considerar apenas o esforço normal e o momento fletor como resuj^ 
tantes de tensão ativas. Usando a convenção da fig. 3.2.c, rela^ 
ciona-se o vetor das resultantes de tensão ativas ao vetor 




XJ 1 e AJ 1 0 RJ
S1 = _ ^ _ = = ---4---- ---- 1--- — — (3.6)
. S k_
S b




ou de forma compactada,
S1 = X iA iR i • (3.7)
As matrizes AJ , A^ em 3.6., identificam as resultantes de tensão
ativas; e X .,X s ã o  matrizes que normalizam as resultantes de tenJ K ~
são ativas em termos das capacidades plasticas principais, sendo 
dadas por:
0 -1 0 0 1 0
Aó -
_0 0 -1 _
• Ak =
_0 0 1_





Substituindo 3.5 em 3.6 relacionam-se as resultantes de te_n 
são naturais ãs ativas, obtendo-se







3 . Z . b . Relações entre Taxas de Deformaçao
Os vetores taxa de deformação correspondentes aos vários 
tipos de resultantes de tensão são tomados de forma que:
D = i^f1 = q V  = • (3.9)








, q 1 =
qi
q2
? i , S =
s2
■ *3
^5 % _ q3 _
1 CD 1 A
''»onde s1 e q1 se referem, respectivamente ãs taxas de deformação 
ativas e taxas de deformação naturais.
Aplicando-se o principio da contragradi enci a em 3.5 obtem-se 
a relação entre as taxas de deformação naturais e não-naturais,
q 1 = B*?* , (3.10)
que também podem ser estabelecidas a partir de considerações cine 
mãticas 7-^ .
44
Da mesma forma, para a eq. 3 . 6 t, vem
r 1 = (3.11)
que substituída em 3,10 estabelece as relações entre as resultajn 
tes de tensões ativas e naturais:
3 1 = BiXiÃ i s^ . (3.12)
Esta transformação, em essência remove os movimentos de corpo r_T 
gido do elemento, ficando para o elemento consj d e r a d o :
( $ 1  + s2 )/Pp




3.2.c. Relações Constitutivas LPP
As relações constitutivas para um elemento rígido-plasti^ 
co, são definidas a partir da condição de escoamento. Esta espe^ 
cifica a combinação de resultantes de tensões ativas necessárias 
ao início do escoamento plástico.
De uma forma geral, pode ser definida por uma função
£ ( s k £ , ( 3 . 1 3 )
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onde j> é o potencial plástico associado ã superfície de escoameji 
to. Como, por hipótese o comportamento rígido dos elementos está 
concentrado em seus pontos nodais, a condição de escoamento do 
elemento ê estabelecida a partir das condições de escoamento pa_r 
ticulares das seções j e k do elemento. Estas dependem basicameji 
te da configuração geométrica da seção considerada.
Para o caso, considere-se uma seção retangular com cond^ 
ção de escoamento ja conhecida t1 » 27J , Esta e dada pelas funções
2 2
<i>i = S 2 + $2 1 , <j>2 = Si - S2 - 1 ,
(fig. 3.3). Estas funções são não lineares, e levam a dificulda
Fig. 3.3. Superfícies de escoamento LPP para elementos planos de 
seção transversal quadrada sob tensões combinadas (M+P).
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d es discutidas ha seção 2,5., parav;as quais uma saTda é sua linearização 
por partes, Selecionando-se pontos na curva ou superfície de es^  
coamento e unindo-os por segmentos de reta, obtém-se a condição 
de escoamento LPP, f i g . 3.3. Para as duas seções consideradas no 
elemento, a descrição LPP terã a forma
>j = nh *  - RJ' ,k Kkçk D k <j> = n b - R (3.14)
onde |  e o vetor potencial plástico associado aos modos de escoa_ 
mento (hiperplanos, planos, linhas) que definem a superfície de 
escoamento LPP, R e o vetor das distancias ortogonais da origem 
do espaço das tensões generalizadas até os modos de escoamento 
(capacidades plásticas general izadas ), e n é a matriz das nor^ 




















1 3 3 1 -1 -3 -3 -1
/ r /T3 /I3 sr ✓T ✓TT /Tã ✓5"
2 2 -2 -2 -2 -2 2 J L
✓5 ✓TT ✓TT ✓F. /5 ✓TT ✓TT ✓T_
Com isto, pode-se expressar as relações constitutivas LPP 
a partir das resultantes de tensão naturais. Usando a equação
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3.8. em 3.14 , tem-se
n j  i <j>
i  . i i  i
R J
---- = ___  _____1___  _____ X  A  B  Q
- í k -
, 1 rr k
<j> 1 n R k
(3.15)
ou, em forma compacta;
<i> = n X A B Q
Fazendo
Ni = B ^ X 1 n 1 (3.16)
e retirando 4»1 , tem-se, ainda
N^-Q1 R 1 - , (3.17)
que e a expressão da condição de escoamento LPP em termos das re^  
sultantes de tensão naturais.
Para qualquer estado de tensões generalizadas em que se 
tem um ponto de escoamento, ou um ponto na superfície de escoameji 
to, as taxas de deformação plãstica serão proporcionais ã normal 
unitária S superfície no ponto (Regra de escoamento assoeiada[2]). 
Assim, para <|> = 8 em 3.15. tem-se
. Ás = —  -  = n A_ ,
as
(3 . 1 8 )
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onde X representa a taxa de variação dos multiplicadores p l ã s U  
cos. Para x = 0 tem-se o comportamento rígido do elemento, Por e 
xemplo, as relações = e = definem a regra
de escoamento para as superfícies das figuras 3.3.a, 3.3.b, re_s 
pectiv ãmente, e para o modo de escoamento 1, na figura 3.3.a.,tem 
s e :
*
i . *1 1//5
= • =
s2 2//5
Substituindo a expressão para s^ de 3.18. em 3.12. ê obtida 
a regra de escoamento em termos de taxas de deformação naturais, 
e n t ã o ,
•s . r  i nn, i 6
_______ 1
xj^  = B ^ X 1
•
= B^A^X1 • k
_SL _e I nk >-
*
o u ,
= N1x1 , (3.19)
para n* = N^-.
As relações constitutivas LPP, devem ainda atender a duas 
importantes restrições quais sejam: a condição de dissipação de 
energia para a ocorrência de escoamento plástico e a condição de 
consistência ou ortogonal idade de Prager:
Estendendo as equações 3.17, 3.19 e 3.20.a,b a todos os m elj2 
mentos da estrutura são obtidas as relações constitutivas LPP p£ 
ra a estrutura desmontada:
NQ < R
A  = Ni
(3.21.a,b,c,d)
k > i 
(j) à = 0
onde, N é uma matriz bl oco-diagona1 formada a partir das N 1 , e 
<t>, (}, R^ , q e X s^° supervetores correspondentes ao "empi 1 hameji 
to" dos m elementos individuais. Note-se que esta descrição e 
matematicamente similar S descrição do comportamento de um elemeji 
to infinitesimal de contínuo, ou de uma seção transversal, como 
sera visto mais adiante.
3.3. Montagem da Estrutura
No desenvolvimento, considera-se um pórtico plano simples, 
composto de quatro elementos planos conforme fig. 3.4., sendo eji 







aW 0.2  W/L
i i  n  i 1 I T  \T





- u , U4 ^ U9U7
Fig. 3.4. Quadro plano, a) Carregamento real. b) Carregamento 
idealizado, c) Deslocamentos nodais.
3.3.a. Velocidades Generalizadas e Esforços Externos
As velocidades generalizadas da estrutura montada devem 
considerar todos os graus de liberdade nodais e em rotulas intej2 
nas. Devem ser de tal forma a descartar os movimentos de corpo rí 
gido e a satisfazer as condições cinemãticas de apoio e inter. 
nas. Estas são referenciadas a um sistema global de coordenadas.
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Para o pórtico plano da figura 3.4.a. tem-se três nos com deslc) 
camentos e apoios fixos. Cada nõ tem tres deslocamentos, dois no 
plano (lineares) e uma rotação, ficando o vetor velocidade genera^ 
1i z a d a :
= [Ú1} Ú 2 > Ú 3 , Úk , ú 5 , Úe. Ú 7 , Ú 8 , Úg],
As cargas ou forças externas devem estar concentradas nos 
nos da estrutura montada. 0 vetor de esforços externos, deve co£ 
responder exatamente ao vetor de velocidades generalizada. No e 
xemplo,
Ot £  = a[1.5W, o, 0, 0,-W , 0, 0, 0, 0],
Como para o colapso plástico a dissipação de energia ê 
sempre positiva e a potência das forças externas sobre as velocj_ 
dades generalizadas e maior ou igual a potência dissipada no iji 
terior da estrutura, tem-se
£  ú = w (3.22)
onde w é uma constante arbitrária que pode, sem perda de general^ 
dade, ser tomada como unitária.
3.3.b. Relações de Compatibilidade e Equilíbrio
As condições de compatibilidade relacionam as taxas de 
» • - deformação jr com as velocidades generalizadas ij . As taxas de djí
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formação estão expressas no sistema de coordenadas local do ele 
mento. Expressando-as em termos do sistema global tem-se




0 | Dk I k
(3.23)
•   _ i k ■onde £  são as taxas de deformação no sistema local; DJ , D são
as matrizes de cossenos diretores para o elemento i, obtidas ex
pressando o sistema local de coordenadas em termos das direções
do sistema global fig. 3.5, e são os vetores taxa de









Fig. 3.5. Sistemas de coordenadas local e global para um elemen 
to genérico de viga.
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As taxas de deformação nao-naturais, por sua vez, relacio 
nam-se as velocidades generalizadas através de:
i *= CJU » ? . k •c u (3
i kAs matri zes cJ , c são matri zes booleanas que relacionam taxas
deformação em coordenadas globais nas seçóes extremas j e k ã
locidades generalizadas. Seja 0 quadro da f i g . 3.4., para 0
mento nQ 1, com a condição de apoio fixo, tem -se para a matriz
'0 0 0 0 0 0 0 0 o "
0 0 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0 0c =
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
para elemento nÇ 2,
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 1 0 0 0 0 0 0c =
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
Finalmente, expressando-se as taxas de deformação não-natju 
rais em termos das taxas de deformação naturais, e q . 3.10, e usaji 
do 3.23 e 3.24 obtem-se
" -i = B 1 d J_
e ?
( . 3 . 2 5 )
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ou
q 1 = B 1 D1 c1 û (3.26)
Fazendo C1 = B 1 D1 C1 , escreve-se 3.26 na forma:
I 1  = C1 ú (3.27)
Estendendo a todos os elementos tem-se





Para os sistemas coordenadas da fig. 3,5 e o quadro plano 
da fig. 3.4., são montadas matrizes C para os elementos:
ü 1 0 0 0 0 0 0 0
-1/A 0 0 0 0 0 0 0 0
-l/£ 0 1 0 0 0 0 0 0
"" 1 0 0 1 0 0 0 0 cT
0 -1/A 1 0 -l/£ 1 0 0 0























































A matriz de compatibilidade ê então formada agrupando-se 




M i 0 1
-1 0 0 1 0 0
0 -1/ £ -1 0 Ml 0
0 Mi 0 0 -A/l 1
-1 0 0 1 0 0
0 -Ml -1 0 1/A 0
0 Ml 0 0 - 1 / A 1
0 1 0  
- M l  0 0 
1 / í. 0 1
As relações de equilíbrio sao obtidas aplicando-se o priji 
cTpio da contragradiência ã equação 3.28., ficando então:
CQ aF = 8 (3 . 29)
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3.4. Análise Limite
As relações que governam a análise rígido-plastica são então 
agrupadas. Tem-se então,
M  < R,
“jf> > 9.»
. X > 0
X_ = 0, (3 . 30 . a,b , c , d , e , f , g)
F Ú = 1 ,
C Ú - NX = 0 
C4 - aF^ = 6 ,
onde 3,30.a,b,c,d formam as relações constitutivas da estrutura, 
eq . 3. 21.a,b,c,d. A equação 3 . 30, e, especifica a taxa de dissipação 
de energia positiva para o colapso,eq. 3,22. Obtem-se 3.30.f
substituindo-se 3.21.b em 3.28,que forma então as relações de Còm 
patib i'l i d a d e .
Estas formam as condições de Karush-Kuhn-Tucker para os pr() 
blemas 2.30.a,b,c e 2,31.a,b,c,d deduzidos no capítulo 2,tendo-se 
então perfeitamente definida a análise limite de estruturas r e t v  
culares-planas. No capítulo cinco, são apresentados aplicações numéricas.
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CAPITULO 4 - DETERMINAÇÃO DE CCNDIÇÜES DE ESCOAMENTO LPP
4.1. Introdução
Até o momento, as condições de escoamento foram consideradas 
como um dado disponível. Entretanto, como foi visto na seção 1.2. 
a., sua determinação para o caso de esforços combinados é difícil 
e trabalhosa, o que limita sua aplicabilidade. Ao serem aplicados 
os conceitos desenvolvidos no cap. 2 a uma seção plana discretizji 
da em elementos de tensão plana que obedecem ao critério de von 
Mises, e considerando como esforços externos as resultantes de 
tensão ativas na seção (momentos, torção, normal), obtém-se um 
meio de gerar condições de escoamento LPP em forma sistemática p£
ra as mais diversas condições de geometria e carregamento ^  . Nes^
~ T2 7~| ~te trabalho, os elementos seção ("section elements".L J ) serao
retangulares ou quadrados, e serão consideradas seções quadradas,
caixão e aba-1arga ("wíde-flang e"). A conceituação matemática é
análoga ã vista na seção anterior. Em vista disso, ãs grandezas
usadas anteriormente superimpõem-se um asterisco,*, desta forma
identificando-se os termos análogos nos dois desenvolvimentos.
4.2. Relações Constitutivas para um Elemento Individual
Para uma seção transversal com duplo eixo de simetria, f i g .
4.1. tem-se, para as diversas solicitações possíveis, as componeji 
tes de tensão , t  e as resultantes seccionais de tenz x z y z —
são serão os momentos fletores Mx e My, o momento torçor Tz, os
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fV'
Fig. 4.1. Tensões ativas e resultantes de tensão em uma seçao 
transversal.
cisalhamentos Vy e Vx e a força normal Nz, Assim, o vetor das com 




e o vetor taxas de deformaçao correspondente sera
Y xz
( 4 . 2 )
xz
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de forma que a energia dissipada no volume elementar seja dada 
por
dD = £  £  dV (4.3)
Os vetores tensão natural (generalizada) e taxa de deforma^ 
ção natural serão, respectivamente:
Q = a , (4.4)
*
q = e . (4.5)
0 vetor tensão nao natural, R , correspondente a um elemento 
de área a 1 fig. 4,1., relaciona-se com as tensões naturais exis^ 
tentes no elemento pela relação,
R = B Q = diag [a1] Q . (4.6)
Por sua vez, as tensões generalizadas ativas no elemento i, serão 
definidas por,
S1 = X A B Q (4.7)
onde A e uma matriz booleana que define a tensão generalizada coji
"ic *
siderada como ativa, e X 1 normaliza o valor da tensão natural. Ou
* íseja, para S = [S x , S j  na figura 4.2.:
Assim tem-se S = [°z/oo Ty z /To3> S = L z/a o x z /Tol onde og e 
to são, respectivamente, as tensões de escoamento para as tensões 
normal e cisalhante.
Fig. 4.2. Distribuição de tensões cisalhantes considerando a ana­
logia do monte de areia.
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Para flexão pura, ou flexão mais esforço normal,considera-se
* .J ~para S apenas o esforço normal. Para a torção simples tem-se uma 
única tensão cisalhante para cada elemento e não se considera a 
restrição ao empenamento da seção; a direção da tensão cisalhante 
e dada pela analogia do monte de areia fig, 4.2.. Para combinei 
ções de momento, ou momentos, e/ou força normal tem-se tensões no£ 
ma is e cisalhantes combinadas. A direção das tensões cisalhantes,
nestes casos, também é tomada como sendo dada pela analogia do
r27l —monte de a r e i a L J . Não se considera a tensão cisalhante devida
ao cisalhamento direto da seção.
. . 0  material é governado pelo critério de von Mises, que, em 










+ + «  1.
TO T 0 TO
(4.8)
ou, expresso em termos de tensões ativas, como foi definido nesta 
seção, torna-se
(4.9)
A equação 4.9 representa uma esfera no espaço das tensões normali^ 
zadas (fig . 4.3.) .
Lineariza-se então o critério de escoamento, de modo jã vis^ 
to, ficando
*í *4 *í ( 4 . 1 0 )*í *1 n1 S 1 ^ R1
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★
onde, substituindo-se o valor de como o obtido em 4.7.,
n X A B Q < R1 (
Finalmente, fazendo N1 = n1XLA 1B1 e agrupando para todos os 
elementos seção tem-se a condição de escoamento para a seção 
montada,
*  *  *






v e m , 
. 1 1 )
"m"
des^
. 1 2 )
Fig. 4.3. Critério de escoamento de von Mises linearizado.
a) Tensão normal mais cisalhante. b) Tensão normal e 
duas componentes cisalhantes, txz e Ty z -
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4.3. Seção Transversal Montada
Da mesma forma que para a estrutura, as relações que descre 
vem o comportamento da seção transversal montada referem-se às coji 
dições de compatibilidade e equilíbrio. 0 equilíbrio ao longo do 
comprimento do elemento de viga correspondente ã seção k e ignora^ 
do, estabelecendo-se uma condição de equilíbrio restrita ã seção 
somente. Da mesma forma que para a eq. 2.8., sobre todos os m-ele
* _ 
mentos da seção e considerando Sk como as resultantes de tensão a_ 




( 4 . 1 3 )
^  ^  • 
onde C e a matriz de compatibilidade formada por "m" matrizes C 1= 
^ ^ ^ ^ • 
B1D 1c1 Ak X k . A matriz B e definida pela e q . 4.6. e a matriz D1 
é a matriz de transformação entre o sistema de coordenadas locais 
do elemento e o sistema global, locado no centroide da seção. Pa^  
ra a maioria dos casos considerados, os dois sistemas tem a mesma
*j|f •
orientação, o que faz D1 ser uma matriz identidade. Entretanto,se 
a seção estiver inclinada de um angulo a em relação ao eixo "x" 








Fig. 4.4. Seçao transversal inclinada.
* i ~ _A matriz c estabelece a relaçao geometrica entre as taxas
de deslocamento globais, r*, para o elemento i e as taxas de des^
locamento existente na seção transversal notada por jr. Conside
ra-se que estas relações sejam lineares e baseadas na hipótese de
que as seções permaneçam planas, ou seja, na teoria elementar das
vigas. Para esforços cisalhantes provenientes da torção esta hipci,
tese não considera a possibilidade de empenamento para o estabele
cimento das taxas de deformação ci sal hantes ^ -27  ^. Para a fig. 4.5.
e considerando~se todos os esforços, tem-se
1 0 0 0 y 1 -x1
c1 = 0 0 1 -y1 0 0





Fig. 4.5. Relações entre taxas de deslocamento nos elementos e 
taxas de deformação na seção k.
Na figura 4.5. sao aplicados os deslocamentos unitários co£ 
respondentes ã matriz c 1 . As matrizes Ak Xk são, respectivamente, 





e a matriz que normaliza estas mesmas resultantes. Da fi_ 
te m o s :
1 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0
Ak =
0 0 0 0 1 0 








Elemento genérico de viga tridimensional, a) Resultan­
tes de tensão não-naturais. b) Resultantes de tensão 
naturais, c) Resultantes de tensão ativas.
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Uma vez definidos os elementos B1 , D1 , c1 , A k e XR , para a 
matriz de compatibilidade, tem-se, para a estrutura montada,
CQ ~ Sk = £  (4.14.a,b)
4.4. Geração das Condições L.P.P.
__ 'k 
Um conjunto qualquer de tensões generalizadas Sk, atuando de
forma a definir um raio-vetor no espaço das tensões para a seção
considerada, sera denotado por
★ ★
= a£ , (4.15)
* ~ onde F e o vetor dos cossenos diretores que definem a direção do
* —raio-vetor e a sera o modulo do mesmo. Por exemplo na fig. 4.7., 
F = (0,1 , 0,1 | e S = 7.21 E, das condições de escoamento e de 
equilíbrio, e considerando o vetor aF como de esforços externos, 
pode-se definir a maneira de determinar um ponto na superfície de 










(4.16.a , b ,c)
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Fig. 4.7. Critério de escoamento linearizado para elemento de 
grei ha (M+T) , r e f . 5.
0 problema anterior estã de acordo com a formulação estática e, o 




Cr NA = e (4.17.a,b,c)
★
Fr = 1
onde o vetor _r e equivalente, no sentido matemático, ao vetor £  
de 2.25.c, e representa fTsicamente uma taxa de deformação locali^
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zada de seção k.
Na literatura, a ênfase tem sido dada ã formulação estática 
pelo fato de sua interpretação física apresentar maior comodida^ 
de. Esta formulação permite, ainda um importante aperfeiçoamento, 
qual seja a formulação estática decomposta, da qual é possível 
obter razoável redução no numero de equações do problema. Neste 
trabalho, serão consideradas ambas as formulações (estática e C2 
nemãtica), ficando a implementação da formulação estática decom 
posta para futura abordagem.
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CAPITULO 5 - RESULTADOS E CONCLUSOES
5.1. Introdução
Nas seções 5.2 e 5.3 são apresentados exemplos típicos de apl^ 
cações numéricas com o objetivo de se ilustrar aspectos importantes 
das formulações e sua aplicabilidade. Na seção 5.4 é feita uma ana­
lise das formulações; por último nas seções 5.5 e 5.6 são apresenta^ 
das, respectivamente, conclusões e sugestões para próximos trab^ 
lhos.
5.2. Quadro plano simples, fig. 5,1,
0 quadro plano simples, é analisado considerando-se a formula^ 
ção desenvolvida no capitulo terceiro. Ou seja, realiza-se a Anãli_ 
se Limite considerando-se os esforços de flexão e axiais. Considera^ 
se constituído de vigas de seção tipo aba larga (wide flange) ou 
sanduíche, cuja condição de escoamento ? representada graficamente 
n a f i g . 5 . 2 .
Fig. 5.1. Quadro plano simples, geometria e carregamento.
A matriz de normais unitárias da condição de escoamento 
tão definida como sendo
j k n J = n
M J 2  1//2 -1//2 -1//Z
1//2  - 1//2  - 1//2  1//2
e da equação 3.16. obtém-se a matriz N 1 ,
1/Pp 1/Pp -1/Pp -1/Pp
1/Mp -1/Mp -1/Mp 1/Mp
0 0
1/Pp 1/Pp -1/Pp -1/Pp
1/Mp -1/Mp -1/Mp 1/Mp
e o vetor R 1 através de 3.15,
[




\  nA ■
y
I / J ? ---- ^  / \/  X





S e  * Ot 
M p
Fig. 5.2. Condição de escoamento linearizada para seçoes I e sandu_T 
c h e .
Considerando-se a formulação cinemática, então, tem-se de 
2.31. a, b, c, d:
r m m r m  zar R A
sujeito a N a - C u
F u
A > 0
onde, o supervetor A_ na primeira restrição corresponde ã reunião de 
todos os vetores normais correspondentes aos modos de escoamento de 
cada seção. Desta forma, a matriz N e bloco-diagonal e a matriz C é
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a mesma desenvolvida no capítulo terceiro. Para a matriz C, a espe
cificação das condições de contorno de apoio não necessita obrigato^
iriamente do uso das matrizes booleanas cJ e c , uma vez que a 
c-êsima coluna da matriz C corresponde ao deslocamento uc aplicado 
ao elemento, e uma vez estando restrito por vínculo, a coluna co£ 
respondente a ele é nula.
A segunda restrição consiste de apenas uma equação. Reunindo-se
o conjunto de restrições em uma única matriz de coeficientes obtem- 
se :
minimizar R X











onde as variáveis x e u são, respectivamente limitada e ilinn 
tada em sinal.
Este problema, na formulação cinemática consta de treze r e s t H  
ções e quarenta e uma variáveis; destas, trinta e duas correspondem 
ã descrição linearizada da regra de escoamento.
A solução numérica deste problema foi obtida usando o programa 
[61 ]PROJECT , obtendo-se para o valor do multiplicador de colapso 
a = Mp/WL = 1 ,82158 que, comparado com o obtido por Grierson & Bjj
2 7
set , a = Mp/WL = 1,822 consiste em um bom resultado. Um aspecto 
importante a ser lembrado é que para a abordagem cinemática os valo 
res de X consistem de taxas de multiplicadores plásticos, que não
trazem informação sobre as taxas de deformação localizadas, ou o 
mecanismo de colapso. A saída para se obter tal informação é utili­
zar-se a equação 3.21.b., obtendo-se assim os vetores que especifj_ 
cam o mecanismo de colapso.
5.3. Seção I
Seja a viga I de dimensões dadas pela fig. 5.3.a. e propõe-se 
analisã-lo pelo método estãtico, determinando-se as coordenadas do 
ponto do domínio convexo representado pela condição de escoamento da 
seção que estã assente sobre a bissetriz do quadrante positivo do
mesmo.
Serão considerados como resultantes de tensão o momento fletor 
M v e a força normal N .J\ . í .
Neste caso tem-se somente uma tensão ativa, a tensão normal 
* .
0 Z> e a matriz N 1 e obtida da equação 4.11. e dada por:
1 /a o 0 0
-l/ao o 0
A matriz de compatibilidade é obtida de 4.13.b, e para ilu_s 
trar, tomando uma matriz que considere todas as resultantes de ten^ 
são consideradas, para a seção, Mx , M , Nz e Tz tem-se:
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a i a • y • ~a i x i
Npz Mp x Mpy




* iDa matriz C simplesmente descartam-se os termos que represeji 
tam as resultantes de tensão seccionais não consideradas, ou seja,
a segunda e a quarta coluna. Observe-se também que cada coluna de
* i ~C corresponde a um deslocamento generalizado da seçao transversal,
fig. 4.5, e suas linhas correspondem as tensões elementares.




onde F ê o vetor de esforços externos e o termo C consiste do empare








0 ,2 2 3  o
Fig. 5.3. Seção I, a) Geometria, b) Discretização grosseira c) Di_a 
grama de tensões.
Para uma discretização grosseira, compatível com o preparo ma^
nual dos dados, fig. 5.3.b, obteve-se utilizando um pacote computa-
[6  8 ]
cional de PL para microcomputador (LINDO ), o valor de 0,716 p£
ra as coordenadas do ponto bissetor. E o calculado com malha refina
[27]
da, conforme Baset , apresentou 0 valor de 0,545 para as coorde­
nadas do ponto bissetor. Analisando-se os resultados, fig. 5.3.c,n£ 
tou-se que todo um elemento que representa a aba inferior da seção 
estã não plastificado, e, da grande influência da aba na resistência 
de uma seção deste tipo a flexão, para se obter uma melhora no re 
sultado deve-se proceder a um refino da malha nesta região.
5.4. Comentários sobre as formulaçoes apresentadas.
Analisando-se a estrutura dos problemas, observam-se dois fa 
tos: 0 primeiro e a forma decisiva como 0 nível de linearização g^ 
verna 0 porte dos problemas; 0 segundo refere-se ao número de vari£ 
veis e restrições em ambas as formulações. Para a formulação cinemã 
tica, 0 número de restrições é dado por
. l’
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r = mn • + 1
onde m e o número de elementos, n o número de resultantes de tensão 
considerados nos elementos. 0 número de variãveis por sua vez é d£ 
do por
v = 2mh + f ,
onde m e o número de elementos, h o número de normais consideradas 
na descrição LPP da condição de escoamento e f é o número de graus 
de liberdade da estrutura. 0 número de restrições e variãveis na 
formulação estática é, respectivamente, igual ao número de variã 
veis e restrições da formulação cinemática. Este fato, torna a fo_r 
mulação cinemática computaciona 1 mente mais vantajosa, pois o número 
de operações aritméticas executadas no algoritmo simplex, ou o
T55'PROJECT cresce mais com o acréscimo de restrições que de variãveis.
[ 27 1 - Grierson e Baset apresentam uma melhora a formulaçao estati ca, chj*
mada formulação estática decomposta, que se aproveita da estrutura
particular desta formulação e introduz uma mudança de variãveis que
a torna particularmente interessante para problemas de grande porte.
Um outro aspecto importante ao se considerar o uso de um paco 
te computacional de uso geral é a facilidade com que se pode gerar 
automàticamente as restrições e demais dados de entrada do problema. 
Neste caso, a formulação cinemática continua sendo mais favorável, 
pois as restrições são geradas elemento a elemento, iterativamente. 
Na formulação estática, por outro lado, as restrições corresponden­
tes ãs equações de equilíbrio são geradas iterativamente a partir 
dos nos, exigindo a manipulação de arquivos de incidências nodais, 
que tornam a programação mais sofisticada.
78
5.5. Conclusões
A primeira conclusão é que se pode tratar os problemas de Anã 
lise Limite em estruturas de forma rigorosa e formal não apenas em 
teoria mas também na formulação numérica. Com isto, a Analise Limj_ 
te alcança nTvel de generalidade equivalente aos modernos métodos
[ 6 3 ]
da análise elastica, inclusive deles fazendo recurso r
Em segundo lugar, salienta-se o papel da Programação Matemãtj_ 
ca como ferramenta não apenas de solução numérica mas como tendo 
possibilidades de estabelecer aspectos inéditos na compreensão da 
teoria.
Em terceiro lugar, constata-se que estas formulações dependem 
inteiramente de computadores; mesmo os problemas mais simples, como 
os aqui apresentados, a simples construção das restrições, e da fu£ 
ção objetivo é tediosa e ainda, o cãlculo .manual torna-se inviãvel. 
Problemas de maior porte necessitam de computadores de grande capa 
cidade. Este fator, juntamente com a deficiência em obras publica_ 
das e trabalhos que apresentam a Análise Limite de forma unificada, 
tem contribuído para a sua relativa pouca difusão.
Por último, e o fato mais importante, é que uma forma de se a^ 
nalisar um sistema estrutural e estabelecer a este uma estimativa ra 
cional do seu fator de segurança real a ruptura, ou, ao colapso plãs 
tico simples, que possa ser formulado de forma geral, e com as mes^ 
mas possibilidades da análise elástica convencional não pode passar 
desapercebido; pelas informações que pode trazer ao projeto de uma 
estrutura ou elemento mecânico.
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5.6. Recomendações para próximos trabalhos
Numa primeira fase» a implementação de um sistema computacional 
acoplado a um pacote de PL de uso geral, tendo em seu interior a 
possibilidade de trabalhar com as formulações cinemãtica, estática 
decomposta, tendo ainda a capacidade de dar tratamento adequado ao 
relatório de saída deste programa.
Em uma segunda fase, o desenvolvimento de programas que tenham 
embutidos dentro de si algoritmos de Programação Matemática especi­
almente desenvolvidos para tomar partido da estrutura particular dos 
problemas de Plasticidades, então concebidos de forma modular, podeji 
do utilizar recursos já disponíveis para a análise elástica conveji 
cional, obtendo-se com isto ferramentas de análise bastante podero^
[631sas. Tal conceito e o usado no desenvolvimento do programa STRUPL'— , 
que visa dotar a análise plástica de ferramental comparável ao hoje 
existente para a analise elástica.
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